Hoofdstuk 8

De diffusievergelijking

8.1 Eenduidigheid

Laat Q € R™ (n = 1,2,3) een open, begrensd en samenhangend gebied zijn met
een stuksgewijs gladde rand 9Q. We beschouwen het probleem (zie ook (7.9),
(7.10) en (7.11)):

58_? ~ DAu mQx(0,00) = {(x,8): x€Q t>0}, (81
wx,t) = u(x,t)  voor (x,£) € O x (0,00), (8.2)
g—Z(x,t) — g (xt)  voor (x,1) € 80, x (0, 00), (8.3)
uw(x,0) = up(x) voorx € Q (8.4)

waarin D een positieve constante is en waarin u,., ¢, en uy gegeven functies zijn.
We laten zien dat dit probleem ten hoogste één oplossing kan hebben (eendui-
digheid). Daartoe beschouwen we eerst het volgende vergelijkingsprincipe.

Lemma 8.1.1 Stel w;, i = 1,2, zign oplossingen van (8.1)—(8.4) met begincon-
dities ug; en randcondities u,;, ¢,;. Als

Upp S Upg 1 Oy X (0,00),  Grq < Gy in I x (0,00),
en
up; < Ugy 0 €,

dan geldt
up Sug in Qx(0,00).

Bewws. Laat j(s) = max{s, 0} voor —oco < s < 0o en

1.2 )
58 voor s = 0,

J(s) =
0 voor s < 0,
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m.a.w. J'(s) = j(s). We beschouwen nu de verschilfunctie v = u; — us. Deze
voldoet ook aan vergelijking (8.1) en aan (8.2)—(8.4). met u, = Up; — Upy ,
Gr = Qr1 — Qro, Up = Ugy — Ugy. We vermenigvuldigen de vergelijking voor v met
j(v) en integreren het resultaat over 2. Dan ontstaat

Ly :—D/ |W||2dQ+D/ —dS
dt Jo

en na integratie in ¢

/ dQ+D/ dt/ |\vu\|2dQ+D/ dt/ )Gy — Gr1) dS
ng

v

t
= / J(Uol — UOQ) dQ) + D/ dt/ j(url — ’UATQ)— ds. (85)
Q 0 Elol) on

Omdat de verschilfuncties ug; — gy €n u,.; — U9, niet positief zijn en omdat
j(s) = J(s) =0 voor s < 0, reduceert (8.5) tot

/ dQ+D/ dt/ ||Vv|\2dQ+D/ dt/ N oy — @ry) dS = 0,
892

(8.6)
voor alle t > 0. Omdat alle termen niet negatief zijn, immers ¢,, > ¢, volgt

/J(v)szO voor alle ¢t > 0.
Q

We gebruiken vervolgens de continuiteit van v om te concluderen dat
v=u; —uy <0 in Qx(0,00).
O

Het vergelijkingsprincipe zegt dus dat oplossingen geordend zijn overeenkom-
stig de ordening van de data. Met wat meer werk (zie bijvoorbeeld Protter &
Weinberger [15]) kan worden aangetoond dat de ordening strikt is, d.w.z. u; < ug
in €, tenzij u; = us in 2. Een direct gevolg van het vergelijkingsprincipe is de
eenduidigheid.

Gevolg 8.1.2 Het diffusieprobleem (8.1)—(8.4) heeft ten hoogste één oplossing.

BEw1JS. Stel dat bij één data set, d.w.z. ug, u, en g,, twee oplossingen u; en uy
horen. We passen dan Lemma 8.1.1 toe en vinden zowel u; < ug als us < uq in
Q x (0,00). O

Als het gebied Q onbegrensd is, kan het bovenstaande bewijs niet zonder meer
worden toegepast (waarom?). We moeten dan ten aanzien van de oplossing
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extra eisen stellen zoals begrensdheid of bepaalde groeicondities op ‘oneindig’
(zie bijvoorbeeld Protter & Weinberger [15]). Het resultaat is dat in bijna alle
gevallen eenduidigheid geldt.

Nu we eenduidigheid hebben vastgesteld, gaan we in de volgende paragrafen
enkele oplosmethoden behandelen. Deze geven dus telkens de unieke oplossing.

8.2 Gelijkvormigheidsoplossing op (0, o)

Beschouw in het half-oneindige gebied {z > 0} het diffusieprobleem
oc 0%C
ot a2
C(O7t) = Cl, t>0,
C(z,0) = Cy x> 0.

x>0,t>0

Hierin zijn de rand- en beginconcentratie, Cy en C, constant. We maken de
concentratie dimensieloos,

C(I t) — CQ

)= ——~——— 8.7
u(w.t) = =5 (57)
en krijgen
ou 0%u
“r_pZ=
BT 922 z>0,t>0,
u(0,t) =1 t>0, (8:8)

u(z,0)=0 x> 0.

We merken nu het volgende op. Laat u = wu(z,t) de unieke oplossing zijn
van probleem (8.8). Omdat de rand- en begincondities en de diffusiecoéfficiént
constant zijn, geldt dat voor iedere k > 0

ug(z,t) = u(kx, k*t)
ook aan probleem (8.8) voldoet (ga na!). Wegens eenduidigheid moet dus gelden
u(z,t) = ug(z,t) = u(kz, k*t) voor alle x > 0, t > 0,

en voor iedere kK > 0. Neem nu k = 1/\/7? Dan geldt
x

u(x,t) = u(—, 1)
(z,1) i

met andere woorden: u hangt alleen af van de combinatie 2/v/f. We spreken

dan van een gelijkvormigheidsoplossing, omdat voor iedere ¢ > 0 het concentra-
tieprofiel essentieel van dezelfde vorm is.

voor alle z > 0, t > 0,
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Samengevat hebben we aangetoond dat de oplossing van probleem (8.8) de
volgende gedaante heeft:

u(r,t) = f(n) met n=z/Vt en 0<n<oo.

De onbekende functie f is het gelijkvormigheidsprofiel.
Uitwerking van de differentiaties geeft

ou df@i Lz d 11

= L - _ - - “ _ ___ !
o anor - apray -~ 12
en 9
7 _ 1.,
ox2  t7

waarin de accenten differentiatie naar n aangeven. Substitutie van deze uit-
drukkingen in de partiéle differentiaalvergelijking van (8.8) leidt tot een gewone
differentiaalvergelijking voor f,

1
§T]f/—|—Df” =0, n > 0. (8.9)
De randconditie (8.8) geeft
f(0) =1, (8.10)
en de beginconditie (8.8) geeft
f(o0) = 0. (8.11)

We moeten dus het randwaardeprobleem (8.9)—(8.11) oplossen. Daartoe stellen
we v = f’ en krijgen

1
EmH—Dz/:O, n > 0.

Door integratie vinden we

2
v(n) = Aexp (—ZD) ,
en dus ) 2
f(n) = A/o exp <_4D> ds + B, (8.12)

waarin A en B integratieconstanten zijn. Uit (8.10) volgt B = 1 en uit (8.11)
oo 2 0
—1= A/ exp <—5—D) ds = Az\/ﬁ/ e dt = AVrD.
0 0

We gebruiken vervolgens de definitie van de error-functie:

2 S
erf(s) = ﬁ/o e dt, —oo<s< o0,



8.2 Gelijkvormigheidsoplossing op (0, o) 173

4

>

n/2/D 0

<y

Figuur 8.1: De grafieken voor f(n) en de concentratie C(z, ).

met erf(0) = 0 en erf(+oo) = %1, en de definitie voor de complementaire error-
functie:

erfc(s) =1 — erf(s) = \/2_/ e dt, —oo<s< oo, (8.13)
™ S

met erfc(oo) = 0, erfe(0) = 1, erfe(—o0) = 2.
In (8.12) substitueren we A = —1/v/7D en we gebruiken uitdrukking (8.13).
Dan ontstaat

s =erte (S2). 0>

en dus

Oz, t) = (C1 — Cy) exfe (2%/5) +Cy,

voor x > 0 ent > 0.
We kunnen nu ook gemakkelijk de niveau-krommen van de concentratie
C(z,t) bepalen. Laten we kijken naar

1 3 1
C(.’C, t) = CO + E(CI - CO) = ECO + ch

Los dan met behulp van een tabel of computer op
1
erfe(s) = 1 8 s=s

1
1

Dan geldt C(z,t) = 2Cy + 1C langs de kromme

ofwel
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Sza ) Siz/ Sia

G X

Figuur 8.2: Concentratie is constant langs parabolen in z, t-vlak.

8.3 Gelijkvormigheidsoplossing op (—o0, c0)

Beschouw nu een beginwaardeprobleem voor de diffusievergelijking.

2
o _ 0*C

—=D— — : ’ 14
o Gp2  Voor — o0 <zr<oo, t>0, (8.14)
met
01 T < Xg
= ’ Nl
C(z,0) { Co o> 0. (8.15)

en o € R. Na de schaling (8.7) ontstaat dan

du 0%u

E: w —OO<I<OO,t>O7
1 z<uw,

U(x70)—{0 T > Zo.

We zoeken weer een gelijkvormigheidsoplossing. Laat

“(mvt) = f(n)v n=(z— xO)/\/g

Dan ontstaat voor f het randwaardeprobleem

{%nf’-s—Df”:O —00 < 1) < 00,
f(=0) =1, f(+o0)=0.

Ga na dat de oplossing wordt gegeven door

f(n) = 1el"fC(

5 ) —00 < 1 < 00.

n
2v/D

Voor de concentratie C' = C(z,t) betekent dit

B 1 _ T — Xo
C(.’L’7t)—00+2(01 Co)erfc(2m>,
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Clix.t,)

Figuur 8.3: Het verloop van de concentratie C(z,t) op verschil-
lende tijdstippen.

voor —oo < x <ooent>0.
Merk op dat

(i) C(zo,t) = 1(Co+ C4) voor alle ¢ > 0;

(ii) de niveaulijnen van de concentratie in het z, t-vlak weer parabolen zijn, nu
van de vorm = = xo + Const. 2v/ Dt.

8.4 Algemeen beginwaardeprobleem op (—o0, o0)

We beschouwen weer de diffusievergelijking (8.14), echter nu met een puls als
beginconcentratie:
Cy z< —a,
C(z,0)=<¢ Cy —a<zx<a, (8.16)
Ci x>a,

met a > 0 en Cy > Cf.
Merk op dat deze puls geschreven kan worden als de som van twee stapfuncties
(zoals in (8.15)). We schrijven in plaats van (8.16)

C(:EO) = Ou(l'7 0) + Cd(xa 0)
Ci r< —a,

Cu(,0) = { Co > —a (8.17)

en
0 T < a,

Cd(l',()) = { 01 . C(J > a (818)
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ch
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\ O<t <t
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—a a X

Figuur 8.4: Het diffusiegedrag van een puls bij toenemende tijd

Met beginconcentratie (8.17) correspondeert de oplossing

1 r+a
Cu(l’, t) =Co+ 5(01 — Co) erfc (m>

en met (8.18)

1 _
Cd(ZE,t) = Cl - Co + 5(00 — Cl) erfc (;&) .

Omdat de diffusievergelijking (8.14) lineair is, kunnen oplossingen bij elkaar
worden opgeteld om nieuwe oplossingen te construeren. Tellen we C, en Cy
bij elkaar op dan ontstaat dus de oplossing corresponderend met beginverdeling

(8.16). We krijgen

Cx,t) = Culz,t)+ Cylz,t)

xr+a

1 T —a
= O+ = (Co—Cy) Jerfe (222 e (2122
o+ 0= e () —ere (372 )
Co—C, /;;% i
e

Ci+

voor —oo < x < 00, t > 0.
Kiezen we voor Cyy en (' de bijzondere waarden

M
01:061100:7,
2a

(8.19)
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dan geldt
hH)lC(.’L‘, 0) =0 voor alle x # 0

en
+o0

C(x,0)dx = M voor alle a > 0.

—00

In de limiet, voor a | 0, schrijven we
C(z,0) = M(x), (8.20)

waarin & de Dirac-distributie voorstelt. De corresponderende oplossing wordt
gevonden door in (8.19) de limiet a | 0 te nemen. Er ontstaat dan

M 22
——exp | — |, 8.21
2v/rwDt P ( 4Dt> ( )
voor —oo < x < 00, t > 0. Dit wordt de fundamentele oplossing van de diffusie-

vergelijking genoemd.
Voor iedere continue functie f € C(R) hebben we de gelijkheid (zie ook

(6.19)):
10 = [ ow-asay (s [ i)

o0

C(z,t) =

We passen dit toe om een uitdrukking te construeren voor de oplossing van het
algemene beginwaardeprobleem voor de diffusievergelijking met

C(z,0) = Co(x), —00 < < 00,

waarin Cj een continue en begrensde, maar verder willekeurig gekozen, begin-
verdeling is. Met
(y — 2)Coly)

op t = 0, correspondeert de oplossing (zie (8.20) en (8.21))

) o, (=2
o2v/m Dt 4Dt )~
Dus met

o = [ sty -y

oo

op t = 0, correspondeert de oplossing

Cla,t) = 2\/%“ 3 0000(3/) exp <—(x4;)gt/) ) d

voor —oo < x < 0o, t > 0. Met behulp van deze uitdrukking kunnen we het
volgende aantonen.
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(i) Vergelijkingsprincipe. Als twee continue en begrensde initiéle concentraties
geordend zijn volgens

Cor(x) = Cha(x) voor —oo <z < oo (Co # Coa)
dan geldt voor de corresponderende oplossingen
Ci(z,t) > Cy(z,t) voor —oo <z < oo, t> 0.
Merk op dat hier een strikte ongelijkheid geldt (vergelijk met Lemma 8.1.1).
(ii) Oneindige voortplantingssnelheid. Als de initiéle concentratie de vorm

[ >0 |z <a,
Co(x)—{ 0 |z| > a,

met a > 0 heeft, dan geldt
C(x,t) >0 voor —oo < x < oo, t>0.

Dus deze verstoring plant zich voort met een oneindige snelheid! Hiermee
hebben we een defect aan het diffusiemodel aangetoond. We zullen in
hoofdstuk 11 een niet-lineaire diffusievergelijking bespreken waarvoor wel
een eindige voortplantingssnelheid bestaat.

8.5 Randwaardeprobleem op (0, L)

Zoeken we op het eindige interval (0, L) een oplossing, dan moeten we in de
eindpunten x = 0 en x = L randcondities stellen. In het volgende probleem
schrijven we de functiewaarden voor:

oC 0*C

a5 ~ Pz 0O<z<L, t>0,
C0,t)=C, C(L,t)=C, >0, (8.22)
C(x,0) = Co(x) 0<z<L.

We reduceren eerst het probleem zodat homogene (= 0) randwaarden ontstaan.
Dit gaat als volgt. Laat

C(z) = Az + B, 0<z<L.

Merk op dat deze functie aan de differentiaalvergelijking (8.22) voldoet. We
kiezen nu A en B zodat ook aan de randwaarden (8.22) is voldaan:

C(O):OliB:Ol
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en
C(L)=C,= AL+ C=C,, maw. A= Cr Z Cl.

Dit geeft
~ G —=C
L
Deze uitdrukking kunnen we opvatten als de stationaire warmte- of concentra-
tieverdeling.
We bekijken vervolgens het verschil

x+ Cj, 0<z<L.

u(z,t) = C(z,t) — C(z), O<z<L, t>0.

Voor deze functie ontstaat nu een diffusieprobleem met homogene randwaarden

ou 0%u

—=D— 0 <L, t>0

ot Ox? < ’ ’

w(0,8) = u(L,t) = 0 t>0, (8.23)

u(z,0) = Co(z) — C(x) =: up(x) 0<z<L.

Evenals in het voorbeeld van het trillend membraan (zie deel II, paragraaf 5.4)
passen we de methode van scheiden van variabelen toe. We gaan eerst een
voorraad oplossingen aanleggen door te stellen

u(z,t) = X (2)T(¢) O<z<L,t>0.
Substitutie van deze vorm in vergelijking (8.23) geeft
XT' =DTX" voorO<z<L,t>0,

ofwel L x
—_—— = — = S = — 2
DT = X% constant A ( zeg ).
We krijgen dus weer twee gewone differentiaalvergelijkingen. Voor T ontstaat
T+ \°DT =0, t >0, (8.24)

en voor X ontstaat

" 2 _
{X+>\X_0, O0<x<lL, (8.25)

X(0) = X(L) =0,

waarin de randcondities een direct gevolg zijn van randcondities (8.23). Het
randwaardeprobleem (8.25) is een eigenwaardeprobleem van het type Sturm-
Liouville. We zijn dit al eerder tegengekomen in deel II, paragraaf 4.2, bij de
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behandeling van een deeltje in een oneindig diepe potentiaalput, zie vergelijking
(4.4). We vinden alleen niet-triviale oplossingen voor de eigenwaarden

A= =2 a=12,... (8.26)
L
met als orthogonale eigenfuncties
X:Xn(m):sin(?), 0<z <L

Met (8.26) wordt de oplossing van vergelijking (8.24)

2 2Dt
T(t) = exp (—%) , t>0.

We vinden dus als voorraad oplossingen
. (NTT n?m2Dt
up(x,t) = sin (T) exp (— 72 ) ) (8.27)

voor 0 <x < L,t>0enn=1,2,3,.... Deze functies voldoen allemaal aan de
partiéle differentiaalvergelijking (8.23) en de bijbehorende homogene randwaar-
den. Omdat de vergelijking lineair is, voldoet iedere lineaire combinatie van de
functies (8.27) aan vergelijking (8.23) en aan de homogene randwaarden.

Wat is de situatie op t = 07 We hebben

. [nTx
up(x,0) = sin (T) .

Dus als ug uit (8.23) van de vorm

up(z) = ZN: Cp, Sin (?) (N e N), (8.28)

is, dan ontstaat als bijbehorende oplossing

ol a n’*m?Dt\ . /nmx
u(z,t) = chun(.r,t) = ch exp |~ sin (T) , (8.29)

n=1 n=1

en dus
C(z,t) = C(x) + u(z,t), 0<z<L, t>0.

Merk op dat
C(x,t) — C(x) als t — oo, uniform voor 0 < z < L.

Deze methode lijkt dus alleen maar te werken voor zeer speciale begincondities,
namelijk als ug kan worden geschreven als een lineaire combinatie van sinuster-
men zoals in (8.28). We kunnen echter de theorie zoals verwoord in Stelling 6.2.5
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toepassen en ug, mits voldoende glad, schrijven als de oneindige som (of Fourier-
reeks)

up(z) = icn sin (?) , (8.30)

waarin de convergentieresultaten van Stelling 6.2.5 gelden. De Fourier-coéfficién-
ten ¢, worden dan gebruikt in (8.28), met N = oo, en geven zo een uitdrukking
voor de oplossing van het algemene beginwaardeprobleem. Merk op dat we bij
het bepalen van de Fourier-coéfficénten in (6.13) gebruik maken van het ortho-
normale stelsel {uw,}, ;. Deze normering heeft hier nog niet plaats gevonden.

Een ander soort randwaardeprobleem ontstaat als de uiteinden geen deeltjes
of warmte doorlaten. We spreken dan van geisoleerde uiteinden (zie (7.12)). We
vinden dan voor de concentratie of temperatuur het probleem

Ou 0%u

E—D%, O<m<L7t>O,

ou ou (8.31)
ou M =

8x(0’t) (93:( ) =0 t>0,

u(z,0) = uo(x) 0<z<L.

Stellen we weer

dan ontstaat voor T’
T + \’DT =0, t>0, (8.32)

en voor X het Sturm-Liouville-eigenwaardeprobleem

X"+ XX =0, 0<z<L,
X'(0) = X'(L) =0.

Dit geeft de eigenwaarden
A=\, = — n=0,1,2,.... (8.33)

(Let op: nu nemen we n = 0 wel mee) en de eigenfuncties

X:Xn(x):cos($), 0<z<L.

Met (8.33) lossen we vergelijking (8.32) op en we vinden als voorraad oplossingen

nrx n?m?Dt
un(x,t) = cos (T) exp ( 2 ) , (8.34)
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voor 0 < 2 < L, t > 0 en voor n € N (dus inclusief n = 0). Deze functies vol-
doen allemaal aan de differentiaalvergelijking en de randvoorwaarden van (8.31).
Schrijven we met behulp van Stelling 6.2.5

up(z) = icn cos (?) , (8.35)

m.a.w. ontwikkelen we ug in cosinus termen, dan krijgen we als oplossing van

(8.31):
= nrx n?m?Dt
) = E - = ,
u(z,t) 2 Cn COS( 7 )exp( 2 ) , (8.36)

voor 0 < z < Lent > 0. Hoewel de reeksontwikkelingen (8.30) en (8.35) volgen
uit de theorie van hoofdstuk 6, zullen we in de volgende paragraaf het bijzondere
geval van Fourier-sinus- en Fourier-cosinusreeksen bespreken.

Merk op dat oplossing (8.36) voldoet aan

u(z,t) — ¢g als t — oo, uniform voor 0 < x < L

)

€n

L
/ u(z,t) de = ¢oL, voor alle t > 0, (8.37)
0

m.a.w. de totale hoeveelheid massa of warmte is constant; er vindt t.g.v. de
diffusie alleen een herverdeling plaats. Omdat (8.37) ook geldt voor t = 0,
vinden we

L
=7 / up(x) dr = de gemiddelde waarde van ug(z).
0

Verder merken we op dat de reeksen (8.29) en (8.36) voor iedere ¢ > 0 uniform
convergeren wegens de factoren exp(—n?n2Dt/L?). Dit geldt ook voor iedere
afgeleide naar ¢, dus voor % met n € N (ga nal!). Als gevolg hiervan is u
oneindig vaak differentieerbaar met betrekking tot x en ¢ in het oplossingsgebied
{(z,t): 0<z <L, t>0}. We noteren dit als

u € C™ ([0, L] x (0,00)).

De beginconditie ug heeft in het algemeen deze gladheid niet. Het extreme geval
is de fundamentele oplossing (8.21), waarin uy een Dirac-distributie is. Ook hier
geldt

ue C*(R x (0,00)),

met andere woorden: de bijbehorende (fundamentele) oplossing is oneindig vaak
differentieerbaar in x en t voor iedere ¢ > 0.



8.6  Fourrier-reeksen met sinus- en cosinustermen 183

8.6 Fourrier-reeksen met sinus- en cosinuster-
men

We geven hier een korte samenvatting van deze bijzondere Fourier-reeksen. We

verwijzen naar Churchill & Brown [5] voor de theoretische achtergrond en naar

Spiegel [19] voor veel rekenvoorbeelden.
Bij gegeven L > 0, beschouwen we de rij functies

1 . (TT 1 T 1 . /nmx 1 nwx
\/_ \/_ ( ) \/ECOS(T)""’ESIH<T>’ﬁCOS(T>""’
(8.38)
voor —L < x < L. Deze functies vormen een orthonormaal stelsel op (—L, L),
d.w.z. voor ieder tweetal f en g uit de rij (8.38) geldt

0 als f en g verschillend,

flw)g(z) de = { 1 als f en g hetzelfde. (8.39)

Met functies uit (8.38) wordt een trigonometrisch polynoom gemaakt. Laat dit
gegeven zijn door

z—ao—&—Z{ancos( >+b wl(m;x)}.

Wegens (8.39) geldt dan voor de coéfliciénten

1 +L p
a,L:E/_L sN(x)cos(?> dz, n=20,1,2,...

1 +L
an/_L &ﬂx)sin(?) dzx, n=12...

Een trigonometrische reeks is een reeks van de vorm

:_a0+2{ancos( )+b sin <mlr/x)}7

met —L < z < L, waarbij de som gedefinieerd is voor zover de reeks convergent
is. De vraag is, of ook hier geldt

(b2 [ oS

Deze vraag komt neer op de vraag of

/+L N i/j (8.40)

en
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Het antwoord op deze vraag is lang niet altijd bevestigend. Alleen als de reeks
uniform convergeert, dan is (8.40) toegestaan. Wat te doen in de andere gevallen?
Om dit te onderzoeken beschouwen we het volgende.

Laat f : R — R periodiek zijn met periode 2L (d.w.z. f(z) = f(x +2L)) en
laat f integreerbaar zijn over een periode. Van zo’n gegeven functie kunnen we
Fourier-coéfficiénten berekenen:

1 +L

nrx
=7 » f(x) cos (T) dr, n=0,12... (8.41)
en L
1
b, = I . f(x) sin (?) dz, n=12.... (8.42)

Als de functie f even is ten opzichte van x = 0, d.w.z. f(z) = f(—=x) voor alle
x € R, dan vinden we voor de Fourier-coéfliciénten

2 [t nmx
= — S _ = 1 2 “e. 4
a, L/o f(x) COb( T >da:, n=0,1,2, (8.43)

en

by=0, n=12,.... (8.44)

Als daarentegen de functie f oneven is ten opzichte van z = 0, dw.z. f(x) =
—f(=z) voor alle x € R, dan vinden we

an =0, n=0,1,2,... (8.45)
en L
2 . /nTx
by, = Z/0 f(z)sin (T) dr, n=1.2,.... (8.46)

Als de Fourier-coéfficiénten bekend zijn, dan bekijken we de trigonometrische

reeks
1 - nwx . /nmx
5@@ + ; {an cos (T) + b, sin (T)}

voor —oo < x < oo. We noemen dit de Fourier-reeks van f. Er doen zich nu
twee vragen voor:

(1) Onder welke voorwaarden voor de functie f convergeert de Fourier-reeks
van f, puntsgewijs op R?

(ii) Als de Fourier-recks van f convergent is voor zekere x € R wat heeft de
som s(z) dan te maken met f(z)?

Om deze vragen te beantwoorden moeten er extra eisen worden gesteld aan de
functie f, net zoals in Stelling 6.2.5. We beperken ons tot het volgende geval.
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Stelling 8.6.1 Laat f : R — R periodiek zijn met periode 2L en laten f en f’
stuksgewijs continu zijn over een periode, zeg [—L, L]. Dan is de Fourier-reeks
van [ convergent voor iedere x € [—L, L] (en natuurlijk ook daarbuiten wegens
de periodiciteit) met som s(x) waarvoor geldt

s(z) = %{f(x—i-o) b @-0), -L<z<lL

We geven eerst een voorbeeld en keren dan terug naar de diffusieproblemen van
paragraaf 8.5.

Voorbeeld 8.6.2. Laat f : R — R gegeven zijn door

0 —7m<x<0,
flz)y=¢ 22 0<z<m,
0 =T,

en laat f verder 2m-periodiek zijn. Ga na dat deze functie aan de condities van
Stelling 8.6.1 voldoet met L = w. We berekenen eerst de Fourier-coéfficiénten

(8.41) en (8.42):
1 e
ag = —/ 22 dr = 17r2.
™ 0 3

1 [ 1 (7
_ 2 _ 2 g,
an, = — rcosnrdr = — x*dsinnzx,
T Jo nw Jo
2 g 2 T
= —— rsinnrdr = —— xdcosnz,
n’mw Jo n?mw Jo

2 T 2 4
= —Sozcosnr| — 5 cosnzdzr,

Voor n > 1:

n2mT

en Lo
b, = 7/ r?sinnx de = E(—l)”+1 +
0 n

™

——[(=1)" —1].

nem

Dit geeft de Fourier-reeks

- 2 2
% Z —(=1)"cosnx + Z { nt 4 + —==[(=1)" - 1]} sinnx.
n? n3m

Deze reeks is convergent met som s(x) waarvoor geldt:

s(x) = f(z) wvoor —m<z<T
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en
™

1
(=) = s(m) = 5 [f(x +0) + f(x — 0)] = -
Uit zulke convergentieresultaten kunnen soms interessante identiteiten worden

gehaald. Zo volgt uit s(0) =0

™
O:— __1n
6+;n2< )
of
i(71)7L+17 1+i 1+ 722
—~ n? 22 32 42 12
Uit s(m) = ”—; volgt
i171+1+1+1 o
Lep2 22226

O

Bij de diffusievergelijkingen ontstond het probleem om een gegeven initiéle
verdeling ug(z), 0 < & < L, te schrijven 6f in termen van sin(nmz/L), zie (8.30),
6f in termen van cos(nmz/L), zie (8.35). Hoe doen we dat? De truc is de
volgende.

Om (8.30) te krijgen zetten we ug oneven voort als een 2 L-periodieke functie.
Dat wil zeggen, definieer f : R — R door

f(a:)z{ up(x) 0<z<L,

—up(—z) —L<z<0,

en verder 2L-periodiek (d.w.z. f(z+2L) = f(z)). De Fourier-reeks van f wordt

dan ;
- 2
;bn sin (%) , met by, = Z/o up(z) sin (TLZ—JU) dz,

(zie ook (8.45) en (8.46)). Merk op dat deze coéfficiénten overeenstemmen met
(6.13), indien we de sinus-termen normeren op (0, L). Deze coéfliciénten worden
gebruikt om de voorraad oplossingen {u,(z,t)} -, zie ook (8.27), te combineren.
Er ontstaat dan voor 0 < z < L, t > 0 de oplossing

Zb exp ( 2Dt> sin (?) . (8.47)

Zoals eerder opgemerkt, impliceren de factoren exp(—n?m2Dt/L?) dat deze reeks
uniform convergeert op [0, L] voor iedere ¢ > 0. Op ¢t = 0 zien we dat (8.47)
convergeert in de zin van Stelling 8.6.1.
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A

AN

Figuur 8.5: Voorbeeld van constructie van f: oneven voortzet-
ting

Om (8.35) te krijgen zetten we ug even voort als een 2L-periodieke functie.
Dat wil zeggen, definieer f : R — R door

| ug(x) 0<z<L,
f@) = { uy(—z) —L<az<0,

en verder 2L-periodiek. De Fourier-reeks van f wordt dan

A

2L

Figuur 8.6: Voorbeeld van constructie van f: even-voortzetting

[o°] 2 L
% + ;an cos (?) ) met a, = z/o f(z) cos (ﬂ;) dx,

(zie 0ok (8.43) en (8.44)). Deze coéfficiénten worden weer gebruikt om de oplos-
singen {u,(z,t)},~,, gedefinieerd in (8.34), te combineren. Dit geeft de oplossing

2Dt nmwx
_——s—ZaneXp( >CO§(T>,
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voor 0 < x < L, t > 0. De beginwaarde ug wordt weer aangenomen in de zin
van Stelling 8.6.1.

Voorbeeld 8.6.3. Laat f: R — R gegeven zijn door

1 0<z<1/2,
f@y_{o 1/2<z<1.

We zetten f zowel even als oneven voort als een 2L-periodieke functie (L = 1).
In beide gevallen berekenen we de Fourier-coéfficiénten.

(i) Omeven voortzetting van f(z) (Fourier-sinusreeks)

|

o

N O
N

>V

Figuur 8.7: Oneven voortzetting van f(z).

voor n =0,1,2,....

b, = i/LLf(.r)sin (?) dz—i/OLf(x)sin (ELx) dx

1/2 9
= 2/ sin(nrx) de = —— cos(nmzx)
0

voorn=1,2,....

Als f(z) de beginverdeling is van een diffusieprobleem op [0, 1] met ho-
mogene randvoorwaarden (zie (8.23)), dan heeft dit als oplossing voor
0<ae<1,t>0,

—~[2 2
u(z,t) = Z {E — —cos (%) } e Plsin(na).
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Deze reeks convergeert uniform op [0, 1] voor iedere ¢t > 0. Op ¢t = 0 vinden
we volgens Stelling 8.6.1

0 xz =0,
ziozl{l—cos (nl)}sin(nﬂx)— L 0<z<lf2,
Tn 2 ) 12 2=1/2,

0 1/2<z<1.

(ii) Even voorzetting van f(z) (Fourier-cosinusreeks)

T
|
|
|
|
|
|
| &
T T

-1 -1, 0 , 1

<V

Figuur 8.8: Even voortzetting van f(x).

L
ag = %/0 flz)dx =

1
2 b nmwr 2 2 . /nm
a, = L/o f(z) cos (T) dor = 2/0 cos(nmz) dr = — sin (—) ,

voorn=1,2,..., en

Als f(x) de beginverdeling is van een diffusieprobleem op [0, 1] met gei-
soleerde randen (zie (8.31)), dan heeft het als oplossing van 0 < x < 1,
t>0,

o0

1 2
u(z,t) = 5+ ; - sin (%) e TPl cos(nz).

Deze reeks convergeert uniform op [0, 1] voor iedere ¢t > 0. Op ¢t = 0 vinden
we volgens Stelling 8.6.1

1 0<z<1/2

21
—Z— ( )cos(mr:z:) 1/2 z=1/2,
T " 0 1/2<z<1.

l\.’>|>i
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Het feit dat voor beide oplossingen in (i) en (ii) geldt dat lim,ou(3,t) = 1
is niet zo verwonderlijk. Voor kleine ¢ > 0 kunnen we de randen z =0en z =1
oneindig ver weg denken ten opzichte van de sprongdiscontinuiteit bij z = %
Vergelijk het gedrag dan met de gelijkvormigheidsoplossing op (—oo, 00) zoals

besproken in paragraaf 8.4
O
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Opgaven

. Bepaal de fundamentele oplossing van de convectie-diffusievergelijking met af-
braak (reactieterm):

oC 0%C oC
E_Daﬂﬁ —va—m—)\C, —o0 < x < o00,t>0,
C(z,0) = Mé(x),

met D>0,v>0,A>0.

. Bepaal de Fourier-reeks van de volgende functies.
—l—xz, —-1<x<0, -

@ fo={ .0 Y5150 fern =i

r+1, —-1<z<0,

l—z, 0<z<],

(b) f(x) = { e t+2) = fla)

. Bepaal de Fourier-reeks van de volgende functies door even of oneven periodieke
voortzetting.

< 1, - ~
(a) f(x)= { f’ (1) < i i 9 sinusreeks, periode 4
z, 0<x<m, o . .
(b) f(x)= { 0. 7<x<om cosinusreeks, periode 47

. Bepaal de oplossing u(zx, t) van het diffusieprobleem in een staaf van lengte [ met
geisoleerde uiteinden voor de volgende beginverdelingen.

(a) wp(z) =2z, 0<z<l
(b) wo(x) = sin(rz/l) 0<r<I

?

. Bepaal de oplossing u(z,t) voor het diffusieprobleem met homogene randvoor-
waarden op het gebied 0 < x < 2, als

(2) = z, 0<r <,
YW=V 2 -4 1<z<2

. Laat D > 0 een positieve constante zijn in het diffusieprobleem

ou 0%u

E_D@ voor 0 <x <1, t>0,
0 0

a_Z(O7t):£(l,t):O voor t > 0,

u(z,0) = e* voor 0 < x < 1.

(a) Bepaal de oplossing u = u(x,t) in termen van een Fourier-reeks.

(b) Bepaal tlim u(z, t).
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Laat D > 0 een positieve constante zijn in het diffusieprobleem

ou 0%u

E:Dw VOOI‘0<X<17t>O7
0 0

a—Z(O,t):a—Z(l,t):O voor t > 0,

w(z,0) =x(1 — x) voor 0 < x < 1.

(a) Bepaal de oplossing u = u(z,t) in termen van een Fourier-reeks.

(b) Bepaal tlim u(z,t).

. Beschouw het reactie-diffusieprobleem

ou 2%

E:Derk% r>0,t>0,
u(e,0) = 1, >0,
u(0,t) =0, t>0,

waarin D en k constanten zijn met D > 0 en —oo < k < c0.

mt

(a) Bepaal m zodat door de transformatie u(z,t) = e™wv(z, t) de reactie-diffusie-
vergelijking voor u overgaat in

o 0%
5= D@ met v(z,0) =1, v(0,t) =0.

(b) Bepaal van dit probleem de gelijkvormigheidsoplossing. Dat wil zeggen,
zoek een oplossing van de vorm

v(a,t) = f(n) met n=

s

(¢) Bepaal voor vaste x > 0 de limiet lim; o u(z,t). Onderscheid de gevallen
k<0Oenk > 0.



Hoofdstuk 11

Enkele niet-lineaire
vergelijkingen

11.1 De poreuze-mediavergelijking

We zagen in paragraaf 8.4 dat de oplossing van het beginwaardeprobleem

ou 0%u
w) E: o2 voor —oo < x < oo, t>0,

u(z,0) = Md(z) voor —oo <z < 00,
wordt gegeven door

M
2y/t
We noemen deze uitdrukking de fundamentele oplossing van de diffusievergelij-

king met constante diffusiecoéfficient D > 0. In deze paragraaf onderzoeken we
een niet-lineaire versie van Probleem (L), namelijk

u(z,t) =

2
exp (—f—m) voor —oo <z < 00,t > 0. (11.1)

ou  0*u™ e >0
5 = a2 voor — oo < & < 00, :

(NL) u(z,0) = Md(x) voor —oo < x < 00, (11.2)
u =0,

waarin m > 1 een constante is. Omdat vergelijking (11.2) de stroming van
een isentroop gas met dichtheid u in een poreus gesteente beschrijft (zie bij-
voorbeeld Muskat [13]) spreken we van de poreuze-mediavergelijking. Deze ver-
gelijking treedt echter in meer modellen op: bijvoorbeeld als de warmtegelei-
dingscoéfficiént van de temperatuur afhangt volgens x(T) oc T™™! (zie de aflei-
ding van vergelijking (7.17)) of in een model van warmtetransport ten gevolge

215
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van straling in geioniseerde gassen (Zel’dovich & Raizer [24]). Verder is vergelij-
king (11.2) vanuit wiskundig standpunt een interessante modelvergelijking voor
niet-lineaire diffusie omdat de diffusiecoéfficiént D(u) = mu™~! de eigenschap
heeft dat D(u) > 0 als u > 0 terwijl D(0) = 0. We zeggen dat het diffusieproces
degenereert als w | 0. We zullen aan de oplossing van Probleem (NL) zien dat
deze degeneratie het kwalitatieve gedrag drastisch beinvloed.

Belangrijk in de constructie van de oplossing van Probleem (NL) is de obser-
vatie dat massabehoud moet gelden:

+oo +oo
/ u(x, t) de = / up(x)dr = M voor alle t > 0. (11.3)

o0 o0

Om Probleem (NL) aan te pakken maken we een gelijkvormigheidstransformatie:
we schrijven

u(z.t) = 1°f(y) met n= 7. (11.4)
waarin de constanten « en 3 en de functie f uit (11.2), (11.3) moeten worden
bepaald. Substitutie van (11.4) in (11.3) geeft

+o00

ot f(n)dn=M wvoor alle t > 0. (11.5)
Dit impliceert
a+p3=0 (11.6)
en
+oo
f(n)dn =M. (11.7)
Substitutie van (11.4) in vergelijking (11.2) geeft
atozflf _ ﬁtaflr]f’ _ tam726(fm)//7 (118)

waarin de accenten differentiatie naar n aangeven. Gebruiken we hierin (11.6)
dan ontstaat

atoz—l (f + nf/) — ta7n+2a(f’m)//’ (119)

voor alle t > 0 en voor alle —oo < 17 < 00. Dit betekent dat

-1
a—1l=am+2a of a=—— (11.10)
m+1
en 1

™ —— "=0 11.11
(™) + = ns) =0, (1L.11)

voor —oo < 1 < 0o. We zoeken van deze vergelijking de oplossing die aan (11.7)
voldoet. Omdat f(+o0) = 0, geeft integratie

my/ 1 _
(f ) +m—+17}f—0 (11.12)
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T 1 I ! I
-a 0 n a -a 0 n a -a 0 n a

Figuur 11.1: Gelijkvormigheidsprofiel (11.15) voor 1 < m < 2
(links), m = 2 (midden) en m > 2 (rechts).

of .
mEf e ———ne =0 11.13
ey ol (1113)
voor —oo < 17 < 00. Dit betekent
f=0,
o (11.14)
{ mfm 2 4+ don =0 als f>0.

Deze uitdrukking kunnen we verder integreren. Als resultaat vinden we voor f
(zie ook figuur 11.1)

1

—1Dp?2 \ »1
u) voor — 0o < 1 < 00. (11.15)
+

o0 = (£77400) - =

Hierin gebruiken we de notatie (s); = max{s,0}. De constante f(0) wordt
bepaald uit de massa conditie (11.7), zie Barenblatt [1] en Pattle [14]. De punten
n = ta waar f nul wordt vinden we uit (11.15):

_ \/Qm(m +1)f(0).

m—1

(11.16)

Uitgedrukt in de oorspronkelijke variabelen w, z en t (zie (11.4)) krijgen we

2\ w1
u(z,t) =t f(0) <1 - ( T ) ) , (11.17)
atm+1 N

voor —oo < x < oo en t > 0. Merk op dat deze oplossing twee fronten heeft
die het gebied waar v > 0 scheiden van de gebieden waar u = 0 (figuur 11.2).

Zij worden gegeven door x = +at#+1. Het bestaan van dergelijke fronten wordt
veroorzaakt door het gedegenereerde karakter van vergelijking (11.2).

Er is in de afgelopen vijfentwintig jaar veel theorie over de poreuze-mediaver-
gelijking ontwikkeld. Deze theorie heeft betrekking op kwesties zoals existentie
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x=-at 1/(m+1)

[0 X

Figuur 11.2: Fundamentele oplossing met fronten.

en eenduidigheid voor het algemene beginwaarde probleem, het asymptotisch
gedrag van oplossingen als ¢ — oo, het asymptotisch gedrag van de fronten
als t — oo, gladheid (differentieerbaarheid) van de fronten, enz. Een duidelijk
overzicht van de resultaten wordt gegeven door Vazquez [22].

11.2 De Burgers-vergelijking
Als eenvoudig model voor turbulentie formuleerde Burgers [3] de vergelijking

1 2
%—i—% <§u2> = VgTZ voor —oo <z <00, t>0, (11.18)

Dit is een vergelijking met lineaire diffusie en niet-lineaire convectie. In (11.18)
is u een maat voor de vloeistofsnelheid en v > 0 de kinematische viscositeit. We
onderzoeken hier twee verschillende oplossingen van vergelijking (11.18), name-
lijk lopende golven en de fundamentele oplossing.

11.2.1 Lopende golven

Laat u;,u, € R twee constanten zijn. We zoeken hier oplossingen van (11.18)
die voldoen aan

u(—o0,t) =w en u(4oo,t) =u, Vt>0, (11.19)
en de vorm van lopende golven hebben:

uw(z,t) = f(n) met n=x—ct. (11.20)
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Hier is ¢ € R de golfsnelheid en f : R — R het golfprofiel. Beide zijn onbekend
en moeten uit de vergelijking en randwaarden worden bepaald. Substitutie van
(11.20) in (11.18) en (11.19) levert voor f het randwaardeprobleem

2 /
—cf + (—) =vf’ voor —oo<n< o0,

2 (11.21)
f(=00) =w, f(+o0) =u,.
Integratie van vergelijking (11.21) geeft
2
—cf—i—?—yf +A voor —oo <1< 00. (11.22)

De integratieconstante A en de golfsnelheid ¢ worden bepaald uit de randcondi-
ties (11.19). We krijgen

2
n—o00 = fcur+?r:A,
w2
n— —00 = fcul+?l:A.
Hieruit volgt
1 \
c:ﬁ(uﬂrur) en A:—ul;

Voor f ontstaat de eerste-orde vergelijking
vf = (f —w)(f —u,) voor —oo<n < oo.
Hieruit concluderen we het volgende:
u <, f€(u,u) = f <0,
up <y, f € (umu) = f<O0.

Dus, als u; < u, is er geen lopende golf mogelijk, als u, < u; wel. De lopende
golf wordt gevonden met de methode van scheiden van variabelen. Na integratie
vinden we

U — Uy

Fn) = w91 oxp (n(u —uy)/2v)

voor — oo < 1 < o0.

Uitgedrukt in de variabelen x, ¢ en u ziet deze oplossing eruit als
U — Uy
1+ exp ((x — ct)(u — u,)/2v)

We kunnen nu eenvoudig nagaan wat er gebeurt als de viscositeit verdwijnt,
v|O0:

u(z,t) = u, + voor —oo < x < oo, t>0.

Uy r < ct,
u’(z,t) = lirglu(x,t) =< (w+u,)/2 z=ct,
v Uy T > ct.
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[
v =u,

Figuur 11.3: Lokatie van de schok in de limietoplossing u".

De limiet u° heeft een discontinuiteit (een schok) langs de kromme

_
2

Merk op dat de schoksnelheid dx/dt gelijk is aan de lopende-golfsnelheid, die
het gemiddelde is van u, en ;.

x(t) = ct

11.2.2 Fundamentele oplossing

Evenals in paragraaf 11.1 lossen we hier een beginwaardeprobleem op, namelijk

5_u+£(lu2)_ya_2u voor —oo < x < 0o, t >0
ot 0x 2702 ’ ’ (11.23)
u(z,0) = Md(x) voor — 0o < & < 00.

We zoeken de oplossing weer via een gelijkvormigheidstransformatie:
u(z,t) =t%¢(n) met n= t% (11.24)

De constanten « en 3 en de functie ¢ moeten uit (11.23) worden bepaald. Sub-
stitutie geeft dat

a¢ _ 6”@5, + ta7ﬁ+1 <%2) — 1/15172[%25//7

voor alle —oco < 1 < 0o en voor alle ¢t > 0. Kiezen we nu
1

—a=83="=
=3

dan ontstaat voor ¢ de gewone differentiaalvergelijking

—¢—ng’ + ((]52)/ =2u¢" voor —oo <1 < 0. (11.25)
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In verband met massabehoud stellen we de randcondities

¢(—00) = ¢(+00) = 0. (11.26)

Als een niet-triviale oplossing van (11.25), (11.26) bestaat, dan impliceert deze
een oplossing u = u(z,t) van vergelijking (11.23) die voor iedere ¢ > 0 voldoet

aan
[ atwde= [ ooty = [ smay

Met andere woorden de oplossing heeft massabehoud. Vanwege de beginmassa

M eisen we
/ 6 (11.27)

Integratie van vergelijking (11.25) geeft
—n¢ + ¢* = 2w¢' + A, voor —oo < n < oo.

Toepassing van de randwaarden impliceert A = 0. Dus we houden een eerste-
orde vergelijking in ¢ over,

¢2

¢'+i¢:2— voor — 0o < 1 < 00.
v

Deze vergelijking lossen we als volgt op. Eerst vermenigvuldigen we met exp(n?/4v),
de zogenaamde integrerende factor. Dit geeft

exp(n*/4v)

(exp(n2/41/) ¢)/ = 91 ¢°.

Stellen we nu
¢ = exp(n’/4v) ¢

dan ontstaat )
exp(—n*/4v)
2v

- @) _ exp(—;f/éll/).

$() = (K - [N d3>_ |

waarin K een integratieconstante is. Voor ¢ volgt dan

p(n) = exp(ng/@)/(K - ;V/On exp(—s”/4v) ds) ,

W = U2

ofwel

Directe integratie geeft
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0 n

Figuur 11.4: De gelijkvormigheidsoplossing ¢.

o(n) = exp(—n2/4V)/<K+ %/j exp(—82)d8> , (11.28)

na een geschikte herdefinitie van K. Deze constante wordt nu bepaald uit con-
ditie (11.27). Er volgt
(@'
~exp(M/2v) — 1
De oplossing ¢ = ¢(n) is geschetst in figuur 11.4.
De corresponderende fundamentele oplossing u(z,t) = t~1/2¢(x/t'/?) is weer-
gegeven in figuur 11.5 voor enkele opeenvolgende tijdstippen.

u(x,t)

0

Figuur 11.5: De fundamentele oplossing op enkele achtereenvol-
gende tijdstippen.
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Het is ook mogelijk van deze oplossing de limiet v | 0 te bepalen. Het
resultaat is

0 z<0,
T

u’(x,t) = lig}l u(z, t) = 7 0 <z <V2Mt, (11.29)
0 z>+v2Mt.

Deze limietoplossing heeft ook een schok, die zich beweegt langs de kromme

(zie figuur 11.6) met snelheid

dx M u®(z(t) 4+ 0,t) + u’(x(t) — 0,t)

at - V2t 2

Merk op dat de schoksnelheid weer de gemiddelde waarde van u° is. Dit is
niet alleen waar voor de hier besproken voorbeelden, maar dit is een algemene ei-
genschap van oplossingen van de Burgers-vergelijking zonder viscositeit (v = 0).
Hier is veel literatuur over, zie bijvoorbeeld Lax [10], Leveque [11], Wesseling [23]
of Van Duijn [7].

tA

WO =0

0

Figuur 11.6: Lokatie van de schok in de limietoplossing u°.



