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4
Dynamica van een puntmassa

4.1. De bewegingsvergelijking

Als de vectorsom van alle op een deeltje werkende krachten bekend is, dan levert de
tweede wet van Newton een differentiaalvergelijking op die men noemt de

(dynamische) bewegingsvergelijking: F = 
d(mv)

dt ⇒
d2 r
dt2

  = 
F
m

Bij deze tweede orde differentiaalvergelijking (d.v.) behoren twee randvoorwaarden,
bijvoorbeeld plaats en snelheid van het deeltje op een bepaald tijdstip. Als dit tijdstip
is t = 0 dan noemt men de randvoorwaarden ook vaak ‘beginvoorwaarden’. F kan een
functie zijn van de tijd, maar ook van de plaats of van de snelheid; zelfs een
combinatie van deze afhankelijkheden is mogelijk.
Vaak (niet altijd) lukt het, bovenstaande d.v. op te lossen. In dat geval krijgt men de
plaats als functie van de tijd, de zogenaamde

kinematische bewegingsvergelijking: r  = r (t).

In dit hoofdstuk beperken we ons tot bewegingen in een plat vlak. Dit houdt in, dat
we voor de beschrijving van de beweging aan twee coördinaten genoeg hebben.
Kiezen we de X- en Y-as van een inertiestelsel in het vlak van de beweging, dan geeft
de dynamische bewegingsvergelijking in het algemeen twee algebraïsche
vergelijkingen:

dvx

dt   = 
Fx

m en
dvy

dt   = 
Fy

m .

Ook de kinematische bewegingsvergelijking geeft twee algebraïsche vergelijkingen:

x = x(t)         en         y = y(t).

Voorbeeld 1
Een waterdruppeltje valt. Het ondervindt twee krachten: de zwaartekracht (mg) en de
luchtweerstand (eigenlijk is er ook nog een derde kracht, de opwaartse kracht in lucht
volgens de wet van Archimedes; deze opwaartse kracht is echter relatief klein en
wordt verwaarloosd). De luchtweerstand heeft volgens Stokes de grootte 6π η rv
waarin η = de viscositeit van lucht (in hoofdstuk 15 komen we terug op dit begrip;
daar is ook de wet van Archimedes te vinden), r = de straal van het druppeltje en
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v = zijn snelheid.
De bewegingsvergelijking is dus:

d(mv)
dt   = mg – 6π η rv

ofwel, omdat er toch geen sprake is van hoge snelheden:

m
dv
dt   = mg – 6π η rv.

Als randvoorwaarde kiezen we: v = 0 op t = 0.
Omdat v en g dezelfde richting hebben, leidt deze d.v. slechts tot één algebraïsche
vergelijking:

m
dv
dt   = mg – 6π η rv.

Gerangschikt in de voor differentiaalvergelijkingen meer gebruikelijke volgorde:

m
dv
dt   + 6π η rv = mg.

Met de afkorting k = 6π η r / m ziet de d.v. er al iets eenvoudiger uit:

dv
dt   + kv = g.

Deze differentiaalvergelijking wordt nog eenvoudiger indien wij overgaan op een
nieuwe variabele: u = kv – g.

De vergelijking wordt dan:

du
dt   + ku =  0.

Oplossing:

u = u0 e–kt.

Hierin is u0 de waarde die u had op het tijdstip t = 0. Uit het feit dat v = 0 op t = 0
volgt:

u0 = –g.

Vervangen we nu u weer door kv – g dan blijkt de oplossing voor v te zijn:

v = 
g
k (1 – e–kt).

Zie ook figuur 4.1.
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Figuur 4.1.

De limietwaarde voor t → ∞ is:

lim
t→∞

 v = 
g
k .

Het is interessant, na te gaan, na hoe lange tijd de snelheid van het vallende
druppeltje nog maar 1% afwijkt van de limietwaarde. Daartoe zullen we eerst de
getalwaarden moeten invullen: η = 18·10–6 kg s–1 m–1; r is (van een mistdruppeltje)
circa 0,01 mm = 1,0·10–5 m; de massa van het druppeltje is 

4

3 πr3ρ waarin ρ = de
massadichtheid van water = 1,0·103 kg/m3; ⇒ m = 4,2·10–12 kg.

Hiermee blijkt dat k de waarde heeft: 810 s–1. Tenslotte is g = 9,8 m/s2. Conclusie:
v = 0,012(1 – e–810t); v zal minder dan 1% van de limietwaarde (12 mm/s) afwijken
zodra:

e–810t < 0,01 ⇒   –810 t < –ln 100 ⇒   810 t > 4,6 ⇒   t > 0,0057 s.

Reeds na minder dan 6 milliseconden is deze toestand dus al bereikt!

We kunnen dus rustig stellen dat mistdruppeltjes met constante snelheid vallen. Door
thermiek (de lucht aan de grond wordt verwarmd en stijgt op) kan de mist optrekken:
De lucht met mist beweegt dan omhoog met een grotere snelheid dan 12 mm/s.

Voorbeeld 2
De kogelbaan zonder luchtweerstand.
Een kogel (massa m) wordt vanaf de (horizontale) grond schuin omhoog afgeschoten
(beginsnelheid v0 onder een hoek α met de grond). We kiezen de Y-as van ons
coördinatenstelsel verticaal; zie verder figuur 4.2.
v0 is niet al te groot, dat wil zeggen de maximaal af te leggen weg is veel kleiner dan
de straal van de aardbol. In dat geval mogen we veronderstellen dat de valversnelling
g overal langs de baan van de kogel dezelfde richting en grootte heeft. We
verwaarlozen de luchtweerstand.
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Figuur 4.2.

Gevraagd
a. de maximaal bereikte hoogte;
b. de reikwijdte;
c. de baanvergelijking;
d. de kromtestraal van de baan in het hoogste punt.

Oplossing
De (dynamische) bewegingsvergelijking luidt:

ma = Fzw ⇒ a = g.

Deze simpele vectoriële differentiaalvergelijking leidt tot twee eveneens eenvoudige
algebraïsche differentiaalvergelijkingen:   v

.
x = 0  en  v

.
y = –g  met randvoorwaarden:

x(0) = y(0) = 0; vx(0) = v0 cos α;  vy(0) = v0 sin α.

Hieruit volgt: vx = constant = v0 cos α (1)
en: vy = –gt + const. = –gt + v0 sin α (2)
Volgens (1) is x

.
 = v0 cos α ⇒ x = (v0 cos α)t + const. = (v0 cos α)t. (3)

Volgens (2) is y
.
 = –gt + v0 sin α ⇒   y = –

1
2 gt2 + (v0 sin α)t + const.

= – 
1
2 gt2 + (v0 sin α)t. (4)

(3) en (4) zijn de kinematische bewegingsvergelijkingen.

a. y is maximaal als y
.
 = 0 dus, volgens (2) als t = v0 sin α/g.

(4) ⇒ ymax = 
1
2 ·

v0
2sin2α

g  .

b. Als de kogel de grond treft is juist weer y = 0 dus, volgens (4):

0 = – 
1
2 gt2  + (v0 sin α)t, waarin t ≠ 0.    Conclusie:  t = 

2v0 sin α
g  .

Volgens (3) is dus de reikwijdte:

xmax = 
2v0

2sin α cos α
g   = 

v0
2sin 2α

g  .

N.B. Ga na dat, bij gegeven v0, de reikwijdte zo groot mogelijk is als α = π/4 rad.
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c. Eliminatie van t uit de kinematische bewegingsvergelijkingen (3) en (4) leidt tot
de volgende baanvergelijking:

y = – 
1
2 g 

x2

v0
2cos2α

  + x tg α. (5)

De baan is dus parabolisch (y is een kwadratische functie van x). Met enige moeite
kan men (5) iets overzichtelijker noteren:

y = ymax – k(x – 
1
2 xmax)2   waarin k = 

g
2v0

2cos2α
 .

d. De kromtestraal R berekenen we m.b.v. de relatie an = v2/R. In het hoogste punt
van de baan is an = g terwijl v = vx = v0 cos α. Conclusie:

R = 
v2

an
  = 

v0
2cos2α

g  .

Voorbeeld 3
De kogelbaan met luchtweerstand.
Wie werkelijk wil weten waar de kogel terechtkomt, mag de luchtweerstand (Fw) niet
verwaarlozen. Deze is ruwweg evenredig met het kwadraat van de snelheid:
Fw = –Cv2etan waarin C een experimenteel te bepalen positieve constante is (etan is de
eenheidsvector v/v).
De bewegingsvergelijking ma = Fzw + Fw leidt nu tot twee algebraïsche differentiaal-
vergelijkingen die niet langs analytische weg zijn op te lossen. De computer moet er
aan te pas komen om een numerieke oplossing te vinden.

4.2. Harmonische trilling

Tot de belangrijkste verschijnselen waar de natuurkunde en de techniek mee te maken
hebben, behoren de trillingsverschijnselen. Men spreekt van een trilling als een
lichaam een periodieke beweging ten opzichte van een bepaalde stand – de
evenwichtsstand – uitvoert. Deze beweging kan langs een rechte lijn plaats vinden,
zoals bijvoorbeeld de zuiger in een benzinemotor doet of een aan een veer opge-
hangen lichaam. Het kan ook een rotatie zijn, zoals bijvoorbeeld de slinger van een
klok die uitvoert. In dit hoofdstuk worden de rechtlijnige vibraties besproken; de
rotatietrillingen worden in § 8.10 behandeld.
Een puntmassa die langs een rechte lijn trillingen uitvoert, kan dat slechts doen onder
invloed van een kracht die periodiek van richting omkeert. Vinden de trillingen om
een vast punt plaats, dan moet die kracht – eventueel de resultante van een aantal
krachten – voortdurend naar dat punt gericht zijn, zowel voor uitwijkingen naar de
ene kant van dat punt als naar de andere kant. Deze naar de evenwichtsstand
terugdrijvende kracht moet een functie van de uitwijking uit de evenwichtsstand zijn.
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Een bij vele fysische verschijnselen belangrijk geval is dat de kracht recht evenredig
is met de uitwijking. De trilling wordt dan lineair of harmonisch genoemd. Het is een
gelukkige omstandigheid dat juist déze trilling een eenvoudige wiskundige behande-
ling toelaat.
Daarnaast treden in de natuur en in de techniek trillingen op onder invloed van
krachten die niet lineair van de uitwijking afhangen, de niet-lineaire of anharmo-
nische vibraties, waarvan het theoretisch onderzoek veel ingewikkelder is. Soms
kunnen deze trillingen met goede benadering als harmonisch beschouwd worden
indien de uitwijkingen voldoende klein zijn. In andere gevallen kunnen zij
beschouwd worden als superpositie van een aantal harmonische trillingen.
Bij trillingsverschijnselen treden meestal wrijvingskrachten op die de beweging van
de trillende lichamen tegenwerken. Men spreekt dan van gedempte trillingen. Kan
men die wrijvingskrachten verwaarlozen, dan heten de trillingen ongedempt.
Deze paragraaf handelt over de ongedempte harmonische trillingen. Gedempte
trillingen worden in hoofdstuk 13 behandeld.

Kenmerkend voor harmonische vibratie is het volgende:
Een puntmassa (massa m) voert een periodieke beweging uit langs een rechte lijn
(deze kiezen we als X-as), onder invloed van een kracht F die steeds naar een vast
punt (op de X-as) is gericht en die recht evenredig is met de uitwijking.

O
X

x

u

mF

Figuur 4.3.

Als de coördinaat van het krachtcentrum xO is en die van de puntmassa x, is de
uitwijking u = x – xO. Voor de kracht geldt dan: F = –bu i .
De constante b noemt men de bindingssterkte (ook wordt wel het symbool s =
stijfheid gebruikt); bij een veer heet b de veerconstante.
De dynamische bewegingsvergelijking is dus:

mü + bu = 0. (4.1)

De algemene oplossing van deze differentiaalvergelijking, de kinematische bewe-
gingsvergelijking dus, luidt:

u = A cos(ωt + β)   waarin ω = √b/m

terwijl A en β constanten zijn waarvan de waarde moet blijken uit de randvoor-
waarden bij de differentiaalvergelijking. (Bedenk dat bij de algemene oplossing van
een tweede orde d.v. natuurlijk twee onafhankelijke integratieconstanten behoren! In
dit geval zijn dat A en β). Controleer de gesuggereerde oplossing door invullen in de
differentiaalvergelijking!
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Opmerking
Voor A heeft men bij voorkeur een positieve waarde. Dat is altijd te realiseren door
een juiste keuze van β (in het gesloten interval [–π;π]).

De maximale waarde van u is A; men noemt A de amplitude van de trilling. β heet de
‘beginfase’. De waarde van β hangt af van de keuze van het tijdstip t = 0. Laat men
de puntmassa zonder beginsnelheid los in een willekeurig punt van de lijn, dan gaat
deze daarna zijn harmonische trilling uitvoeren. Het ligt voor de hand, het ogenblik
van loslaten als t = 0 te kiezen. Ga na, dat in dat geval β = 0 als de puntmassa werd
losgelaten rechts van het krachtcentrum; anders is β = π rad.

Een andere mogelijkheid is dat men van een harmonisch trillend deeltje de
frequentie (aantal trillingen per tijdseenheid) meet doordat telkens bij doorgang
door de evenwichtsstand een smalle lichtbundel wordt onderbroken die op een
fotocel gericht staat. De fotocel is opgenomen in een elektronische schakeling die
er voor zorgt dat telkens bij doorgang in de richting van het positieve deel van de
X-as een telwerk verspringt. In dat geval ligt het voor de hand, één van de
tijdstippen van doorgang in de positieve richting als t = 0 te kiezen; β is dan –π/2
zodat men eenvoudiger kan noteren: u = A sin ωt.

De periode van de cosinusfunctie is 2π, dat wil zeggen als ωt met 2π is toegenomen
dan zijn u en 

.
u voor het eerst weer dezelfde als op tijdstip t.

⇒  De trillingstijd T = 
2π
ω

  = 2π √m
b  .

De trillingstijd wordt dus uitsluitend bepaald door de massa van het trillende deeltje
en de bindingssterkte! De trillingstijd hangt dus met name niet van de amplitude af.
Dit is een specifieke eigenschap van de harmonische trilling. Bij niet-harmonische
trillingen is de periode altijd afhankelijk van de amplitude.

De frequentie ν van de trilling is het aantal trillingen per seconde, het omgekeerde
dus van de trillingstijd:

ν =
1
T  = 

1
2π √ b

m .

Blijkbaar is de constante ω = 2π ν. Deze constante noemt men de hoekfrequentie van
de trilling.

Deze benaming wordt ontraadseld zodra we de periodieke beweging zien als
projectie op een rechte lijn van een eenparige cirkelbeweging met hoeksnelheid ω
(zie figuur 4.4).
Het ‘hulppunt’ P voert een eenparige cirkelbeweging uit (op t = 0 was P geheel
rechts); zijn projectie P′ voert dan een harmonische vibratie uit. De omlooptijd T
van punt P is even groot als de trillingstijd van P′.
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Figuur 4.4.

Voorbeeld
Een voorwerp hangt, in de toestand van rust, aan een schroefveer. Wordt de veer nog
wat verder uitgerekt en dan losgelaten, dan gaat het voorwerp een trillende beweging
uitvoeren.
We maken over de veer twee belangrijke veronderstellingen. In de eerste plaats gaan
we er van uit dat de veerkracht recht evenredig is met de uitrekking van de veer
(bindingssterkte b). In de tweede plaats nemen we aan dat de massa van de veer mag
worden verwaarloosd ten opzichte van de massa m van het voorwerp.
We gaan nu eerst bewijzen dat de trilling harmonisch is; daarna berekenen we de
trillingstijd. In figuur 4.5 is de veer drie keer afgebeeld. Er is een coördinaat-as (Z-as)
ingevoerd waarvan de eenheidsvector k naar beneden wijst.

Figuur 4.5.

In situatie 1 is de veer geheel onbelast.
In situatie 2 hangt het voorwerp aan de veer, in rust. De uitrekking van de veer in deze
situatie noemen we z0.
In situatie 3 is de veer extra uitgerekt; de extra uitrekking u is tevens de uitwijking van
het voorwerp uit zijn evenwichtsstand. De echte uitrekking van de veer is aangeduid
met z. De veerkracht wordt in figuur 4.5 aangeduid met Fv, de zwaartekracht met Fzw.
In situatie 2 geldt:

Fzw + Fv = 0 ⇒     mg – bz0 = 0 ⇒     z0 = 
mg
b  .
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In situatie 3 geldt:

Fzw + Fv = ma ⇒     mg – bz = mz̈.

Deze differentiaalvergelijking lijkt nog niet helemaal op (4.1), maar dat is te
verhelpen door te bedenken dat we als variabele liever de uitwijking van het voorwerp
uit zijn evenwichtsstand hebben dan de uitrekking van de veer!
De samenhang tussen deze twee volgt uit figuur 4.5:

u = z – z0 = z – 
mg
b    (en dus:   u

.
 = z

.
  en ü = z̈).

Hiermee kunnen we de differentiaalvergelijking als volgt schrijven:

mg – b(u + 
mg
b  ) = mü ⇒     mü + bu = 0.

Dit nu is exact (4.1). We hebben dus te maken met een harmonische trilling.
De trillingstijd is weer T = 2π√m/b; de zwaartekracht heeft blijkbaar geen enkele
invloed op de trillingstijd (bedenk, dat bij afwezigheid van zwaartekracht z0 = 0 is en
dezelfde trillingstijd uit de bus rolt).

4.3. Eenparige cirkelbeweging; centripetale kracht

De versnelling van een puntmassa die een eenparige cirkelbeweging uitvoert heeft de
grootte ω2R (waarin ω = de hoeksnelheid en R = de straal van de cirkel) en is voort-
durend naar het middelpunt gericht (zie § 2.5). Deze versnelling geven we nu aan als
acp (centripetale of middelpuntzoekende versnelling).
De dynamische bewegingsvergelijking is in dit geval dus:

macp = F

waarin F = de vectorsom van alle op het deeltje werkende krachten.

Het produkt macp wordt vaak genoemd de centripetale kracht (Fcp). Het gebruik van
deze term veroorzaakt helaas nogal eens misverstanden. Men komt er gauw toe, te
menen dat de centripetale kracht één van de op het deeltje werkende krachten is. Dat
is pertinent onjuist: Fcp is de vectorsom van alle krachten die op het deeltje werken.

Voorbeeld; de konische slinger
Een puntmassa (m) hangt aan een massaloze draad van lengte l. Het uiteinde A van
de draad is vast. De puntmassa beschrijft een horizontale cirkelbaan; de draad maakt
daarbij een constante hoek ϕ met de verticaal door A (probeer dit zelf met een steen
aan een touwtje!); zie figuur 4.6.
De bewegende draad beschrijft het oppervlak van een rechte cirkelkegel (conus);
vandaar de naam konische slinger.
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Figuur 4.6. Figuur 4.7.

Gevraagd
a. Welke krachten werken op de puntmassa?
b. Bereken de omlooptijd, uitgedrukt in g, l en ϕ.

Oplossing
a. Op de puntmassa werken de zwaartekracht Fzw en de spankracht Fs (meer dus

niet! – de middelpuntzoekende kracht Fcp is de som van deze twee krachten en
mag dus niet als derde kracht worden genoemd!)

b. De dynamische bewegingsvergelijking luidt:

macp = Fzw + Fs.

Deze relatie is in figuur 4.7 aanschouwelijk gemaakt.

In plaats van de vectorvergelijking door twee algebraïsche vergelijkingen te
vervangen, één voor de horizontale en één voor de verticale componenten (welke
methode overigens zeker tot het gewenste resultaat kan leiden) bekijken we figuur 4.7
nog eens goed. Over Fs is niets gegeven; ook is er niets over Fs gevraagd. Het lijkt
dus verstandig, zo mogelijk Fs buiten beschouwing te laten. Blijft over de samenhang
tussen de vectoren Fzw (= mg) en macp. Welnu, uit figuur 4.7 blijkt:

macp

mg   = tg ϕ.  Hierin is acp = ω2R = ω2l sin ϕ.

⇒
ω2l sin ϕ

g   = tg ϕ = 
sin ϕ
cos ϕ

⇒ ω = √g
l cos ϕ

en dus:

T = 2π √l cos ϕ
g  .

Aan de uitdrukking voor ω zien we dat ϕ des te groter is naarmate de hoeksnelheid
groter is. Voor zeer grote ω nadert ϕ tot 

1
2 π.
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Interessanter is dat er blijkbaar een minimale waarde van ω bestaat! Immers, ϕ > 0 en
dus is

cos ϕ < 1 ⇒ ω >
g
l

.

Eenparige cirkelbeweging als superpositie van twee harmonische trillingen
P voert een eenparige cirkelbeweging uit (figuur 4.8; als tijdstip t = 0 is het ogenblik
gekozen waarop P zich helemaal rechts bevond).

Figuur 4.8.

Uit de tekening blijkt:

x = R cos(ωt)     en     y = R sin(ωt).

De projectie van P op de Y-as voert dus een harmonische trilling uit (zie ook para-
graaf 4.2) met amplitude R. Hetzelfde geldt voor de projectie op de X-as, zij het dat
die in fase 12 π vóórloopt. We kunnen de eenparige cirkelbeweging dus opvatten als
de superpositie van twee harmonische vibraties langs onderling loodrechte lijnen,
waarbij de amplitudes en de trillingstijden gelijk zijn maar een faseverschil van 12 π
aanwezig is.

4.4. Gravitatiekracht, zwaartekracht en gewicht

Newton heeft uit zijn onderzoekingen over de bewegingen van planeten afgeleid dat
alle lichamen aantrekkende krachten op elkaar uitoefenen: de gravitatiekrachten.
Twee deeltjes waarvan de massa’s m1 en m2  zijn trekken elkaar volgens de
gravitatiewet van Newton aan met krachten waarvoor geldt (zie figuur 4.9):

Figuur 4.9.
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|F12| = |F21| = G 
m1m2

r2  .

Hierin is r de onderlinge afstand tussen de deeltjes; G heet de gravitatieconstante.
De waarde van G is bepaald (op 6,7·10–11 Nm2kg–2) door Cavendish1; het bewuste
experiment komt ter sprake in § 12.5.

Men kan de gravitatiewet voor zichzelf plausibel maken met behulp van de
volgende overwegingen, waarbij gemakshalve is aangenomen dat de aarde, voor
wat betreft zijn krachtwerking naar buiten, als een puntmassa mag worden
beschouwd (de redelijkheid hiervan komt ter sprake in § 12.1).

Elk lichaam op het aardoppervlak ondervindt een aantrekkende kracht, door de
aarde uitgeoefend op dat lichaam; deze kracht (m1g) is recht evenredig met de
massa m1 van dat lichaam. Volgens de wet ‘actie = –reactie’ oefent het lichaam een
evengrote kracht uit op de aarde. Er verandert principieel niets als we aarde en
lichaam in dit verhaal van rol laten wisselen. Daarom ligt het voor de hand, dat de
kracht ook evenredig is met de massa m2 van de aarde (al kunnen we dat niet
verifiëren door de aarde te verwisselen voor één met een grotere of kleinere
massa). Dus de gravitatiekrachten zijn evenredig met het produkt m1m2. Nu nog
de afstand: lichamen op aarde ondervinden een valversnelling g. Volgens de
gravitatiewet zouden ze op grotere afstand (bijvoorbeeld 60 keer de straal van de
aardbol) een kleinere versnelling ondervinden (in het voorbeeld: 602 keer zo
klein). Dat is te verifiëren aan de maan: deze staat ongeveer op 60R van het
middelpunt van de aarde (als R = de straal van de aardbol). Zijn omlooptijd om de
aarde (de ‘siderische omlooptijd’, dit is de omlooptijd ten opzichte van een met de
vaste sterren verbonden coördinatenstelsel) is 27,3 dag. R = 6,35·106 m.
Ga zelf na dat uit deze gegevens volgt voor de middelpuntzoekende versnelling
die de maan ondervindt: a = 2,7·10–3 m s–2.
Dit is inderdaad ongeveer gelijk aan: 9,8/602. Deze overwegingen hebben Newton
geleid tot het formuleren van de gravitatiewet.

De zwaartekracht, door de aarde uitgeoefend op een lichaam dat zich aan het opper-
vlak van de aarde bevindt, is niet hetzelfde als de gravitatiekracht. Immers, de aarde
draait om zijn as; elk lichaam op aarde heeft dus een middelpuntzoekende versnelling
acp.
De gravitatiekracht Fgrav is daarom te ontbinden in twee componenten (figuur 4.10);
de ene component doet dienst als centripetale kracht (macp); de andere noemt men de
zwaartekracht. In de praktijk haalt men beide begrippen vaak door elkaar, omdat acp

erg klein is in vergelijking met g: aan de evenaar (waar acp op zijn grootst is) is acp =
0,034 m/s2 terwijl daar g = 9,78 m/s2.

1 Cavendish, Henry, 1731–1810
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macp

Fzw Fgrav

Figuur 4.10.

Als het beschouwde lichaam zich in rust bevindt op het aard-oppervlak, dan oefent dit
een normale kracht Fn op het lichaam uit waarvoor geldt:

Fn = –Fzw.

De bewegingsvergelijking voor dit op aarde rustende lichaam is:

macp = Fgrav + Fn.

De waarde van g varieert over het aardoppervlak, niet alleen dankzij de draaiing van
de aarde, maar ook door de afplatting (de polen van de aarde bevinden zich iets
dichter bij het middelpunt dan de evenaar). Men heeft g echter gestandaardiseerd op
de waarde 9,80665 m/s2.

Onder het gewicht van een lichaam verstaat men de kracht die het lichaam als gevolg
van de zwaartekracht uitoefent op een ondersteunend vlak (of bijvoorbeeld op een
touw waaraan het lichaam hangt).

Voorbeeld
Een lichaam (massa m) ligt op een horizontale tafel (figuur 4.11). De aarde oefent de
zwaartekracht mg uit op het lichaam. Dat oefent op zijn beurt het gewicht G uit op de
tafel (deze kracht is in figuur 4.11 niet getekend). Als reactie daarop oefent het
tafelblad de normale kracht Fn uit op het lichaam.
Als lichaam en tafel in rust zijn, geldt:

mg + Fn = 0 (dynamische bewegingsvergelijking)

en:
Fn = –G (derde wet van Newton).

Uit beide vergelijkingen volgt: G = mg. Het gewicht is dus eenzelfde vector als de
zwaartekracht, maar een belangrijk verschil is dat de ene aangrijpt op het tafelblad en
de andere op het lichaam.
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Figuur 4.11.

Als lichaam en tafel een omhooggerichte versnelling a bezitten (de tafel staat in een
lift die versneld omhoog beweegt), is de bewegingsvergelijking:

mg + Fn = ma.

Met de relatie Fn = –G (derde wet van Newton) volgt hieruit: G = m(g – a). Het
gewicht is nu dus groter dan de zwaartekracht; immers: G = m(g + a). Dat komt
doordat Fn wel groter dan de zwaartekracht moet zijn, opdat een omhooggerichte
versnelling resulteert.

Een vrij vallend lichaam is (als de luchtweerstand verwaarloosd mag worden of als de
val plaats heeft in een vacuüm gezogen buis) gewichtloos, want er is geen onder-
steunend vlak.
Voorwerpen in een vrij omlaag vallende lift zouden dan ook vrij ‘zweven’ in de lift.
Ook voorwerpen die zich bevinden in een satelliet, die in een stationaire baan rond de
aarde cirkelt, zijn gewichtloos. Er is geen andere kracht dan de zwaartekracht; de
versnelling die daarvan het gevolg is doet dienst als middelpuntzoekende versnelling.

Opmerking
Met voorbijgaan aan het verschil tussen zwaartekracht en gravitatiekracht kunnen we
stellen dat een lichaam (met massa m) op zeeniveau een zwaartekracht ondervindt
waarvoor geldt:

 

Fzw = mg

Fzw = G 
mmA

R2

waarin mA = massa van de aarde en R = straal van de aardbol; G = de gravitatie-
constante.
Hieruit blijkt:

GmA/R2 = g  (g = valversnelling op zeeniveau). (4.2)



4. Dynamica van een puntmassa 61

Als het lichaam zich op hoogte h boven zeeniveau bevindt, dan geldt:

Fzw = G 
mmA

(R + h)2  = 
GmmA

R2  · 
1

(1 + 
h
R)2

  = mg 
1

(1 + 
h
R)2

 .

Voor kleine hoogte (h << R) kunnen we in eerste orde benadering schrijven (zie ook
§ A.17):

Fzw ≈ mg(1 – 
2h
R  ).

Voor h = 1 km blijkt hieruit dat Fzw ca. 0,03% kleiner is dan op zeeniveau.

4.5. Zware massa en trage massa

Vroeger werd de massa van een lichaam gedefinieerd via zijn gewicht. Hoe verder
een veer wordt uitgerekt door een daaraan hangend lichaam, des te groter is de massa
van dat lichaam. Beperken we ons tot veren waarvoor geldt: Fv = –bu dan kunnen we
concluderen dat de uitrekking van een veer recht evenredig is met de massa van het
daaraan hangende lichaam. Als we hierop de definitie van massa baseren, spreken we
van zware massa. Op het eerste gezicht is er geen verschil tussen de eerder
gedefinieerde grootheid (trage) massa en de zware massa van een lichaam. Immers:
als het lichaam in rust aan een veer hangt, dan geldt:

Fzw + Fv = 0 ⇒   Fzw = Fv ⇒   mg = bu.

Omdat b een constante van de veer is en g een plaatselijke constante ligt de conclusie
voor de hand dat inderdaad m ∝ u.

Dat zware massa en trage massa identiek zijn is te danken aan het proefondervindelijk
vastgestelde feit dat g, op één en dezelfde plaats op aarde, voor alle lichamen precies
even groot is.

Als ooit geconstateerd zou worden dat g voor zware lichamen toch niet helemaal
dezelfde is als voor lichte, dan zou er inderdaad verschil zijn tussen zware en trage
massa. Tot nu toe is zo iets (binnen de grenzen van de meetnauwkeurigheid van onze
experimenten) echter nooit aangetoond.

Voorbeeld
Stel, men constateert het volgende. Aan een veer, waarvan de veerkracht recht even-
redig is met de uitrekking, hangt men eerst een lichaam van 1,0 kg. Daarna een lich-
aam B van 2,0 kg. Men constateert nu dat de uitrekking, als B aan de veer hangt, 2,1
keer zo groot is als wanneer A er aan hangt. De conclusie is dan dat de trage massa
van B weliswaar 2,0 kg is, maar dat de zware massa van B 2,1 kg is. Uit het voor-
gaande is inmiddels wel duidelijk dat dit voorbeeld geheel fictief is!
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4.6. Wrijving

Laat men een tafeltennisballetje van een zekere hoogte vallen, dan duurt de val langer
dan als men een even groot loden balletje van dezelfde hoogte laat vallen. De oorzaak
ligt in de wrijving met de lucht. Deze is, voor kleine bolletjes en niet te grote
snelheden, recht evenredig met de snelheid en met de middellijn van de bolletjes.
Een ander soort wrijving is de wrijving tussen twee oppervlakken. Het is deze soort
wrijving, die we hier wat uitgebreider zullen behandelen.
Een blok hout ligt op een horizontale ondergrond. Oefent men een horizontale kracht
F uit, dan komt het blok niet steeds in beweging. Men verklaart dit, door aan te
nemen, dat de ondergrond op het lichaam een tegengesteld gerichte kracht (de
wrijvingskracht Fw) uitoefent, die even groot is als F (figuur 4.12). Maakt men F
steeds groter, dan zal op zeker ogenblik het blok wel gaan bewegen. Met andere
woorden, er bestaat een maximale waarde van Fw (genaamd Fw(max)).
Proefondervindelijk is gebleken, dat deze maximale waarde van Fw recht evenredig is
met de normale kracht:

Fw(max) = µ Fn          (en dus: Fw ≤ µ Fn)

waarin µ een constante is, waarvan de grootte alleen afhangt van de ruwheid van
beide oppervlakken (niet van hun afmetingen!). Men noemt deze constante µ de
statische wrijvingscoëfficiënt (µstat).
µ varieert van bijna 0 (ijshockey-puck op glad ijs) tot zeer hoge waarde (bijvoorbeeld
als beide oppervlakken met vilt bekleed zijn).

Figuur 4.12.

Sleept men het blok voort over de ondergrond, dan is er voortdurend een wrijvings-
kracht die de kracht F tegenwerkt. Ook deze wrijvingskracht is (mits de snelheid van
het blok niet al te groot wordt) gelijk aan µ Fn waarin µ echter een kleinere waarde
heeft dan de zojuist genoemde statische wrijvingscoëfficiënt. De µ waarmee wij nu te
maken hebben, heet de kinetische wrijvingscoëfficiciënt (µkin). In veel vraagstukken
stelt men (gemakshalve) µkin toch maar gelijk aan µstat.

Een wiel dat voortrolt over de weg ondervindt, als resultaat van de vervorming die bij
het rollen voortdurend plaats heeft, een remmende kracht, de rolweerstand. Ook in dit
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geval kan men een wrijvingscoëfficiënt µ invoeren, die echter erg klein is in verge-
lijking met µstat (bijvoorbeeld µ = 0,01). Begrijpelijkerwijze streven bandenfabri-
kanten naar een zo klein mogelijke rolweerstand en een zo groot mogelijke µstat!

Proef
Het onderscheid tussen kinetische en statische wrijvingscoëfficiënt wordt o.a. ge-
demonstreerd bij de hier te bespreken proef. Blok A (figuur 4.13) rust op een
horizontale tafel. Lichaam B hangt aan een koord dat via een katrol K aan A is
vastgemaakt. B is zo groot dat A vrijwel op het punt staat in beweging te komen,
dat wil zeggen Fw is bijna gelijk aan Fw(max) = µstat Fn.

Figuur 4.13.

Geeft men nu een dreun op het tafelblad, dan komt A even los van de tafel (of
althans: Fn wordt tijdelijk een stuk kleiner dan mAg) met het gevolg dat A en B nu
in beweging komen. A en B blijven nu echter bewegen, ook nadat Fn weer gelijk
aan mAg is geworden. De wrijvingskracht die nu op A werkt (µkinFn) is blijkbaar
kleiner dan µstatFn.

Toepassing
Een blok bevindt zich op een hellend vlak (figuur 4.14), hellingshoek α. Wij gaan nu
na, welke samenhang er is tussen µstat en α.

Figuur 4.14.
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Daartoe gaan we als volgt te werk: als α zo groot is dat het lichaam op het punt staat,
te gaan glijden, is Fw = Fw(max) = µstat·Fn.
Ook geldt: Fw + Fn +mg = 0 ⇒

 

Fw = mg sin α.

Fn = mg cos α.

Vullen we de gevonden uitdrukkingen voor Fw en Fn in de eerste formule in dan
blijkt:

mg sin α = µstat mg cos α
en dus:

µstat = tg α

(mits α de hoek is waarbij het blok op het punt staat te gaan glijden).

4.7. Elastische krachten; veerkracht; spankracht

De wet van Hooke2 luidt:

Kleine vervormingen zijn (bij benadering) recht evenredig met hun oorzaak.

Deze (experimenteel gevonden) wet houdt onder andere in dat, als een lichaam wordt
vervormd door krachten, deze krachten recht evenredig zijn met de daardoor veroor-
zaakte vervorming, mits de vervorming klein is (dat wil zeggen de evenredigheid is
des te beter naarmate de vervorming kleiner is).

Voorbeeld
Een koperdraad wordt uitgerekt (zie foto). Het diagram van de uitgeoefende kracht
tegen de uitrekking u ziet er ongeveer zo uit als in figuur 4.15.

‘Draad strekken’. Figuur 4.15.

Voor kleine u (dat wil zeggen u << de lengte van de draad) is F vrijwel recht
evenredig met u, overeenkomstig de wet van Hooke.
Men kan zich voorstellen dat, in lengterichting, de afstand tussen de deeltjes
waaruit de draad is opgebouwd, groter wordt. Als de krachten waarmee die

2 Hooke, Robert, 1635–1703
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deeltjes elkaar aantrekken nu recht evenredig zijn met de toename van de
onderlinge afstand dan zal ook F evenredig zijn met u. Er is dus een lineair
verband tussen F en u.
Van elastische vervorming is sprake zolang de vervorming geheel ongedaan kan
worden gemaakt door de oorzaak weg te nemen (in dit geval: u wordt weer nul als
men F tot nul terugbrengt). Zolang het verband tussen F en u lineair is, is de
vervorming vanzelfsprekend elastisch. De elasticiteitsgrens ligt echter iets hoger
dan de lineariteitsgrens: daar waar F niet meer evenredig is met u, kan de
vervorming toch nog wel elastisch zijn.
Bij nog grotere waarden van F komen we in het gebied van de plastische
vervorming. Als men de vervormende kracht F tot nul terugbrengt, houdt men een
blijvende uitrekking over (stippellijn in figuur 4.15).
In het laatste stuk van het diagram neemt F zelfs af bij toenemende u: er komen nu
zoveel deeltjes van opzij tussen de andere terecht dat er geen houden meer aan is.
Op één plaats van de draad zal op zeker ogenblik de insnoering zodanig zijn dat de
draad breekt.
Krachten die recht evenredig zijn met de daardoor veroorzaakte vervormingen
worden wel elastische krachten genoemd.

Schroefveren kunnen zo worden gemaakt dat, bij tamelijk grote uitrekking (in
verhouding tot de lengte van de veer) de veerkracht Fv recht evenredig is met de
uitrekking u. In dat geval geldt: Fv = –bu, waarin b de bindingssterkte is (zie para-
graaf 4.2). Bij niet te grote indrukking blijft de formule geldig.

De spankracht (Fs) in een draad is al in twee voorbeelden ter sprake gekomen (§ 4.3
en 4.6). We zullen op dit begrip nu nader ingaan.
Eerst bekijken we de spankracht in een recht koord. Een blok A (massa mA) wordt
over een gladde horizontale ondergrond voortgesleept (figuur 4.16a), doordat men
een kracht F op het vrije uiteinde van een aan A bevestigd koord uitoefent. Zowel het
blok als het koord hebben daardoor een versnelling a naar rechts. De spankracht Fs in
een willekeurig punt P van het koord zou men zowel naar links als naar rechts kunnen
tekenen, alnaargelang men geïnteresseerd is in de spankracht, werkend op het
rechterdeel, dan wel het linkerdeel van het koord. In elk geval zijn beide even groot.

Figuur 4.16a. Figuur 4.16b.

Figuur 4.16c.
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Dit beredeneren we aan de hand  van figuur 4.16b waarin een klein stukje (lengte
∆l) van het koord is afgebeeld evenals de beide spankrachten die aangrijpen op de
uiteinden van dit stukje koord. De massa van het stukje koord is willekeurig klein
(omdat ∆l willekeurig klein is). Omdat a niet oneindig groot is, kan men stellen
(voor ∆l → 0):

Fs1 + Fs2 = 0 ⇒ Fs1 = –Fs2.

Als de massa van het koord mk is, luidt de bewegingsvergelijking voor het geheel:

F = (mA + mk)a.

Het zal duidelijk zijn dat voor de in figuur 4.16c getekende spankracht Fs, door het
koord uitgeoefend op A, geldt:

Fs = mA a.

Deze Fs is dus kleiner dan F.

Meestal is de massa van het koord te verwaarlozen in vergelijking met de massa
van het voortgetrokken lichaam. In dat geval is Fs in figuur 4.16c gelijk aan F.

We beschouwen nu de spankracht in een gebogen koord, aan de hand van het in
figuur 4.17a getekende voorbeeld. S is een vast opgestelde, verticale schijf (straal R).
De rand van S is volkomen glad.
Om die rand is een dun koord geslagen dat aan zijn uiteinden de lichamen A en B
draagt met massa’s mA resp. mB waarbij mA > mB.
A beweegt eenparig versneld omlaag (versnelling a) en B omhoog (versnelling –a).
De massa van het koord stellen we nul (vergeleken met de massa’s van A en B).
Het zal duidelijk zijn dat de spankracht in het linker afhangende deel van het koord
overal even groot is; Fs1 is de kracht, door het koord uitgeoefend op A. Ook in het
rechter afhangende deel van het koord is de spankracht overal even groot; Fs2 is de
kracht, door het koord uitgeoefend op B.
Maar ook in het gebogen deel van de draad is de spankracht overal even groot. Om
dat te bewijzen, beschouwen we een klein stukje ∆l van de draad (figuur 4.17b). De
spankracht aan de uiteinden van het stukje geven we aan met F3 en F4. Voorts werkt
op het stukje koord nog een normale kracht Fn. De plaats van het stukje geven we aan
door middel van hoek ϕ; de hoek ∆l/R noemen we ∆ϕ.
Omdat de massa van het stukje nul is, geldt:

F3 + F4 + Fn = 0

en dus voor de tangentiële componenten (evenwijdig aan de raaklijn in het midden
van het stukje koord):
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Figuur 4.17.

F3 cos 
1
2 ∆ϕ – F4 cos 

1
2 ∆ϕ = 0   ⇒   F3 = F4.

De spankracht in de draad is dus overal even groot. Zowel F3 als F4 alsook Fs1 en Fs2

kan men daarom aangeven met Fs.

Voor de radiale componenten geldt:

Fs sin 
1
2 ∆ϕ + Fs sin 

1
2 ∆ϕ – Fn = 0

ofwel (omdat sin(∆ϕ/2) ≈ ∆ϕ/2):

2Fs·
1
2 ∆ϕ – Fn ≈ 0 ⇒   Fn ≈ Fs ∆ϕ.

N.B. Het ‘ongeveer gelijk’-teken ≈ wordt steeds gebruikt om ingewik-

kelde schrijfwijzen met limieten te omzeilen.

Zo wordt met Fn ≈ Fs·∆ϕ bedoeld:

lim
∆ϕ→0

Fn

∆ϕ
  = Fs.
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Ander voorbeeld:

sin
1
2 ∆ϕ ≈

1
2 ∆ϕ  betekent:   lim

∆ϕ→0

sin (
1
2 ∆ϕ)

1
2 ∆ϕ

  = 1.

Fn is dus blijkbaar evenredig met ∆l (mits ∆l << R) en onafhankelijk van ϕ!

Tenslotte bekijken we de vectorsom van alle normale krachten. Zie figuur 4.17c.
Voor de horizontale component van Fn geldt:

Fnx ≈ Fncosϕ ≈ Fs·∆ϕ·cosϕ.

Voor de verticale component geldt:

Fny ≈ Fnsinϕ ≈ Fs·∆ϕ·sinϕ.

De som van alle x-componenten is (zie § A9):

∫
0

π

 Fs cos ϕ dϕ = 0.

De som van alle y-componenten is:

∫
0

π

 Fs sin ϕ dϕ = 2Fs.

Volgens de derde wet van Newton is de grootte van de (naar beneden gerichte)
kracht, die het koord uitoefent op S, dus ook: 2Fs.
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Overzicht van hoofdstuk 4

Dynamische bewegingsvergelijking:
d(mv)

dt   = F.

Kinematische bewegingsvergelijking: r  = r (t).
Harmonische trilling: F = –bu i

u = A cos(ωt + β)  waarin ω = √b/m

T = 2π √m/b;   ν = 1/T.

Eenparige cirkelbeweging: Som van alle krachten = macp.

Gravitatiekracht: |F12| = |F21| = G 
m1m2

r2  .

Zwaartekracht:
 

 Fzw = Fgrav – macp.

Fzw ≈ Fgrav.

Wrijving: Fw ≤ µstatFn    als lichaam in rust is.
Fw = µkinFn  als lichaam beweegt over onder-

grond.
Wet van Hooke: Kleine vervorming ∝ oorzaak.


